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Для низкочастотного звукового сигнала, распространяющегося в двумерно-неоднородном мелководном 
волноводе, в рамках метода поперечных сечений и на основе статистического моделирования рассмотрено 
влияние случайной батиметрии (флуктуирующей донной границы). Исследование проведено для условий 
мелкого моря, соответствующих шельфовым зонам российских арктических морей. Особенностью этих 
прибрежных акваторий является присутствие почти однородного водного слоя, лежащего на слабо 
консолидированных донных осадках с разнообразными характеристиками, в том числе с высокой степенью 
газонасыщенности. Модельные расчеты выполнены для условий сильно пропускающей статистически ше-
роховатой донной границы с разными масштабами случайных неоднородностей. Показано, что влияние 
флуктуаций батиметрии на среднюю интенсивность звука имеет свои особенности по сравнению с влиянием 
случайных объемных неоднородностей скорости звука. В частности, уменьшение характерного масштаба 
флуктуаций донных шероховатостей приводит к усилению рассеяния и ослаблению звукового сигнала, а 
аналогичные крупномасштабные неоднородности донной границы мало изменяют картину распростране-
ния. В то же время при наличии объемных флуктуаций скорости звука в водном слое и осадках ранее было 
показано, что именно крупномасштабные неоднородности существенно влияют на распространение звуко-
вого сигнала, изменяя закон спадания интенсивности. 

Ключевые слова: двумерный мелководный волновод, случайно-шероховатая донная граница, метод 
поперечных сечений.

Введение

В настоящей работе рассмотрено влияние слу-
чайно шероховатой поверхности дна на энергетиче-
ские потери при распространении низкочастотных 
акустических сигналов в двумерном волноводе мел-
кого моря. Рассеянию звука на шероховатых поверх-
ностях посвящено большое количество работ, наи-
более известные из которых перечислены в ссылках 
[1‒10]. В них изложены основные подходы к прибли-
женному теоретическому анализу проблемы. Наибо-
лее распространенными аналитическими методами 
являются теория возмущений, метод Кирхгофа и ме-
тод интегрального уравнения. Для расчётов рассеян-
ного поля как от объемных, так и от поверхностных 
неоднородностей среды подавляющее большинство 

исследователей применяет лучевой метод, метод па-
раболического уравнения (МПУ) и модовый подход. 
Как известно, лучевой метод применим только для 
высокочастотных полей, также он обременен вычис-
лительными трудностями в местах точек поворота 
лучей и каустик. МПУ также вызывает трудности 
при описании областей фокусировок звука в волно-
воде [11], и, кроме того, со строгим учетом гранич-
ных условий для волноводов с неровными границами 
[12,13]. Среди работ, близких по постановке задачи к 
нашему исследованию, укажем [8, 9]. Однако публи-
каций по изучению особенностей спадания средней 
интенсивности и других статистических характери-
стик звукового поля в волноводах с потерями и флук-
туирующей границей раздела вода – донные осадки 
в литературе почти не встречается. Настоящее иссле-
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дование выполнено на основе статистического мо-
делирования [14‒16] средней интенсивности звука, 
описывающей энергетические потери при распро-
странении сигнала в случайно-неоднородной среде 
мелкого моря. Решение для отдельных случайных 
реализаций параметров получается на основе уни-
версального локально модового подхода, разработан-
ного в [17‒21]. В рамках этого подхода амплитуды 
мод ищутся на основе переформулировки исходной 
краевой задачи для уравнений акустики в причинные 
уравнения первого порядка. После этого, в прибли-
жении однонаправленного распространения (ОР) или 
рассеяния вперед, может быть в аналитическом виде 
записано представление решения для отдельных мод, 
составляющих поле в волноводе.

 � Математическая формулировка проблемы 

Акустическое поле частоты ω в двумерно-неод-
нородном волноводе мелкого моря с неровной дон-
ной границей раздела H описывается линейными 
уравнениями акустики c граничными условиями на 
поверхности и дне волновода. В аксиально-симме-
тричной постановке задачи при постоянной плот-
ности ρ в водной толще для функции акустического 
давления p они сводятся к уравнению Гельмгольца 
следующего вида [5]:
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где (r, z) – координаты цилиндрической системы, с – 
скорость звука в воде, а точечный источник излуче-
ния расположен при r = 0, z = z0. Граничное условие 
на свободной поверхности p(r, 0) = 0, а условие на 
дне соответствует непрерывности давления и компо-
ненты скорости, нормальной к границе H(r). Также 
подразумевается выполнение условий излучения при 
z, r → ∞. В волновой зоне источника, как известно 
[12, 13], поле давления p(r, z) в (1) можно искать с 
помощью разложения по локальным модам нерегу-
лярного 2D волновода:
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В (2) k=ω/c, κm(r) – собственные значения, а ϕm – 
собственные функции задачи Штурма‒Лиувилля 
(m = 1,2…), которые на поверхности и на дне океа-

на удовлетворяют следующим граничным условиям: 

ϕm(r, 0) = 0, 
ϕm(r, H) + gm(r)ϕ′m(r, H) = 0 (ϕ′m(r, H) =  

= (∂ϕm(r, z)/∂z)|z=H ).

В последнем условии gm(r) характеризует импеданс 
проницаемого дна, а шероховатая граница H(r) зада-
ется случайной функцией. При этом очевидно, что 
собственные функции и собственные значения, а 
также локальные моды волновода Gm(r)ϕm(r, z) стано-
вятся случайными функциями r. Ранее было показа-
но [22‒24], что в нерегулярном волноводе в прибли-
жении рассеяния вперед (пренебрежение обратным 
рассеянием оправдано в силу малости случайных 
флуктуаций батиметрии) амплитуды мод Gm(r) опре-
деляются следующим аналитическим видом реше-
ния (κm r >> 1):

где am = φm(0, z0)exp[iκm(r)r]/2, Am = iφm(0, z0)[8πiκm(r)
r]−1/2. В представлении (3) V(r) – матрица с элемента-
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описывают межмодовое взаимодействие из-за гори-
зонтальных изменений, вызванных случайной ше-
роховатостью донной границы. Важно заметить, что 
для того, чтобы удовлетворялось требуемое условие 
непрерывности нормальной к границе H(r) компонен-
ты скорости, в решении (3) должна фигурировать ма-

трица VT(r) = − V(r) −
0
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[13, 19]. В рамках метода поперечных сечений имен-
но данная матрица обеспечивает правильный учет 
непрерывных (кусочно-непрерывных) изменений 
границы раздела H(r) со скачкообразным изменением 
плотности при переходе через эту границу. В связи с 
вышесказанным для волноводов с переменной плот-
ностью и неровной донной границей, исследованных 
в настоящей работе, известные приближенные мето-
ды, адиабатический (Vmn = 0) и модового параболи-
ческого уравнения, строго не описывают граничное 
условие на неровной границе раздела H(r). Данные 
приближения хорошо работают, только если плот-
ность среды и границы не меняются в горизонталь-
ном направлении. Тогда матрица V(r) становится ко-
сосимметрической: Vmn (r) = – Vmn (r), Vnn = 0 [24, 25], 
а выражение в экспоненте (3) упрощается. 

 (3)
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Вычисляя поле давления p(r, z) согласно уравне-
ниям (2), (3) для каждой случайной реализации H(r) 
из ансамбля N реализаций, нетрудно получить изме-
нение средней интенсивности, или среднюю функ-
цию потерь при распространении звука вдоль трассы 
в случайно-неоднородном волноводе:
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где M – максимальный номер моды, учитываемой 
при расчетах, а угловые скобки означают статисти-
ческое усреднение, которое при расчетах заменяется 

алгебраической формулой 
1
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сивность звукового сигнала в k-й реализации стати-
стического ансамбля. По хорошо известным форму-
лам также могут вычисляться другие интересующие 
статистические характеристики интенсивности (ин-
декс сцинтилляций, корреляционные функции).

 � Модель стохастического волновода мелкого 
моря 

Для проведения численного анализа была осу-
ществлена привязка к значениям параметров, ко-
торые характерны для шельфовых зон арктических 
морей, в частности Карского моря [26, 27]. Рассма-
тривался мелководный волновод, в котором происхо-
дит распространение тонального звукового сигнала 
частоты 250 Гц. Волновод имеет среднюю глубину 
〈H(r)〉 = 40 м, горизонтальную поверхность и слу-
чайно-шероховатое дно. В водном слое однородные 

профили скорости звука c = 1460 м/с и плотности 
ρ = 1.023 г/cм3. Дно представляет собой жидкое по-
глощающее полупространство неконсолидирован-
ных осадков с показателем преломления на грани-
це раздела вода – дно n = (c/c1)(1 + ib1), b1 = 0.02. В 
донных осадках, следуя данным измерений, приве-
денным в [27], задаем импеданс посредством плот-
ности ρ1 = 1.85 г/cм3 и скорости звука c1. Случайные 
шероховатости границы раздела вода – осадки δh(r), 
H(r) = 〈H〉 + δh(r) (рис. 1, а, б) полагаем гауссовым 
случайным процессом с экспоненциальной корреля-
ционной функцией: Bh (r2 − r1) = σh

2exp(−|r2 − r1|/Lh). 
При постоянной скорости звука в водном слое функ-
ция импеданса gm(r) в граничном условии к уравне-
ниям (2) определяется своими локальными значени-
ями в поперечных сечениях волноводов сравнения 
Пекериса или любых иных волноводов сравнения, 
если с = с(z). 

 � Статистический анализ потерь  
при распространении 

Статистическое моделирование средней ин-
тенсивности (4) выполнено для мелководного вол-
новода с сильно проницаемой донной границей, 
c1 = с = 1460 м/с, что часто наблюдается на шельфе 
арктических морей с повышенной газонасыщенно-
стью в донных осадках [27]. В этом случае, как было 
показано в работах [23, 24] для объемных флуктуаций 
скорости звука в водном слое, а также для флуктуа-
ций функции импеданса gm(r) в [16], при распростра-
нении звукового сигнала наблюдается максимальный 
статистический эффект. На основании сведений из 

Рис. 1. Иллюстрация к модели стохастического волновода: а – две случайные реализации среднемасштабных (Lh = 100 м) флук-
туаций δh(r) границы раздела вода – донные осадки волновода; б – две случайные реализации мелкомасштабных флуктуаций 

δh(r), Lh = 20 м
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Рис. 2. Спадание средней интенсивности сигнала частоты 250 Гц в случайном 
волноводе с крупномасштабными флуктуациями донной границы (батиметрии), 
Lh = 1 км. На графике: кривая ОР – приближение рассеяния вперед, штриховая 
кривая – адиабатическое приближение, красная кривая – горизонтальная донная 
граница H (δh = 0). z0 = z = 24 м. Левый нижний угол – произвольная случайная реа-

лизация донной границы волновода

Рис. 3. Кривые аналогичны рис. 2, но масштаб неровностей донной границы 
Lh = 100 м 

Рис. 4. Кривые аналогичны рис. 2,3, но для мелкомасштабных шероховатостей 
донной границы Lh =20 м

работы [27] и целей сравнения харак-
терный масштаб изменения H(r) рас-
сматривался Lh = 1 км [28], Lh = 100 м 
и Lh = 20 м [8], а интенсивность флук-
туаций полагалась σh

2 = 〈(δh)2〉 = 1 м
2. 

В процессе численного моделирова-
ния для получения надежного стати-
стического результата при усредне-
нии рассмотрен ансамбль реализаций 
N = 103. При расчетах отдельных ре-
ализаций принимались во внимание 
6 мод, определяющих звуковое поле 
на дистанциях r > 100 м. Расстояния 
вблизи источника не представляют 
интереса с точки зрения изучения 
статистических эффектов. В плане 
типа мод, как и во всех предыдущих 
авторских работах [16‒25], осущест-
влялась привязка к разрезу Пекериса 
на комплексной плоскости волновых 
чисел κm(r). Поэтому в рассматривае-
мом случае сильно проницаемой дон-
ной границы все моды оказываются 
вытекающими, их собственные зна-
чения комплексны и, кроме первого 
κ1(r), имеют значительную мнимую 
часть. Первой моде присущ наиболь-
ший характерный масштаб затуха-
ния Lκ1 ∼ (Im κ1)

-1 ≈ 2 км, тогда как 
для κ2 масштаб уже в 3 раза меньше, 
Lκ2 ≈ 630 м, а Lκ6 ≈ 151 м. На рис. 2–4 
представлены численные результаты 
поведения средней интенсивности 
сигнала в водном слое случайно-не-
однородного волновода. Из кривых, 
представленных на рис. 2–4, видно, 
что флуктуации батиметрии δh(r), 
которые, как известно из литерату-
ры, рассеивают сигнал, увеличивают 
потери при распространении. Однако 
данный эффект для крупномасштаб-
ных неоднородностей Lh = 1 км в 
низкочастотной области оказывается 
весьма мал, составляя десятые доли 
децибела (см. вставку с увеличенным 
участком дистанции 9.5 км < r < 10 км 
в верхнем правом углу графика на 
рис. 2). Некоторое усиление эффек-
та до ≈ 0.5–1 дБ к расстоянию 10 км 
наблюдается для среднего масштаба 
флуктуаций Lh = 100 м (см. рис. 3 и 
вставку в верхнем правом углу графи-

ка). В этом случае «адиабатическое» рассеяние (кривая адиабати-
ческого приближения) почти не изменяется, а межмодовое взаимо-
действие возрастает. Благодаря этому акустическая энергия сигнала 
несколько интенсивнее уходит из водного слоя в донные осадки, 
соответственно кривая ОР слегка понижается относительно «адиа-
батической» кривой. Однако самая драматическая ситуация имеет 
место в случае мелкомасштабных шероховатостей границы H, ког-
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да Lh = 20 м и становится сравним с длиной волны 
звука. В такой ситуации происходит интенсивный 
энергообмен между модами в волноводе. В результа-
те звуковая энергия первой, наименее затухающей и 
самой энергонесущей моды, передается модам с бо-
лее высокими номерами, которые вследствие высо-
кой проницаемости донной границы весьма быстро 
уносят энергию из водного слоя в полупространство 
осадков. Потери средней интенсивности по сравне-
нию с детерминированным случаем ровной гори-
зонтальной границы при распространении сигнала 
достигают 5 дБ на дистанции ≈ 10 км (рис. 4). К рас-
стоянию 20 км различие уровней кривых интенсив-
ности приближается к 10 дБ (см. вставку в правом 
верхнем углу рис. 4). 

Заключение

Таким образом, на основе статистического моде-
лирования установлено, что случайные шероховато-
сти сильно проницаемой донной границы волновода 
по-разному возмущают интенсивность распростра-
няющегося сигнала в волноводе. Для крупномас-
штабных и среднемасштабных шероховатостей воз-
мущающий эффект оказывается малосущественен 
вдоль всей трассы распространения. Для мелкомас-
штабных флуктуаций границы раздела вода − донные 
осадки характерно намного более сильное влияние, 
приводящее к значительным энергетическим поте-
рям сигнала с расстоянием. Подчеркнем, что этот 
результат прямо противоположен влиянию на сигнал 
объемных случайных неоднородностей скорости зву-
ка, присутствующих в толще донных осадков мел-
ководного шельфа арктических морей или в водном 

слое морей более низких широт, имеющих стратифи-
кацию и возмущения в виде внутренних волн. Круп-
номасштабные объемные неоднородности скорости 
звука приводят не к усилению, а к ослаблению спада-
ния средней интенсивности в волноводе. 

Основной вывод настоящего исследования в том, 
что при распространении низкочастотного (сотни 
герц и ниже) звука в типичных условиях мелкого 
моря влиянием крупномасштабных случайных шеро-
ховатостей донной границы (даже сильно проницае-
мой) на среднюю интенсивность можно пренебречь 
по сравнению с влиянием объемных неоднородно-
стей скорости звука. Последние могут присутство-
вать либо в толще воды [5, 22–24, 26], либо для ар-
ктических волноводов − в жидких донных осадках 
[16, 25–27]. В то же время при наличии мелкомас-
штабных неровностей проницаемой донной границы 
эффект усиления потерь интенсивности характери-
зуется тем же порядком величины, что и эффект ос-
лабления потерь интенсивности за счет крупномас-
штабных объемных неоднородностей скорости звука 
в мелком море. Поэтому пренебрегать влиянием мел-
комасштабных флуктуаций границы на потери при 
распространении сигнала в волноводе на расстояни-
ях более километра нельзя. По сравнению со случа-
ем горизонтальной поверхности дна ошибка такого 
пренебрежения для интенсивности может превышать 
5−10 дБ уже на сравнительно небольших расстояни-
ях от источника. 

Работа выполнена в рамках государственного за-
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PECULIARITIES OF ATTENUATION  
OF LOW-FREQUENCY SOUND  

IN THE COURSE OF PROPAGATION  
IN A 2D ARCTIC-TYPE WAVEGUIDE  

WITH RANDOM BATHYMETRY

O.E. Gulin, I.O. Yaroshchuk

For a low-frequency sound signal propagating in a two-dimensionally inhomogeneous shallow-water 
waveguide, the influence of random bathymetry (fluctuating bottom boundary) is considered based on the local-
mode approach and statistical modeling. The study was carried out for shallow sea conditions corresponding 
to the coastal waveguides of Russian Arctic seas. A feature here is the presence of an almost homogeneous 
water layer with various characteristics of bottom sediments. For conditions of a bottom boundary that is 
strongly penetrable, calculations predict a very weak effect of bathymetry fluctuations on the average sound 
intensity. A feature of these coastal areas is the presence of an almost homogeneous water layer lying on 
weakly consolidated bottom sediments with various characteristics, including those with a high degree of gas 
saturation. Model calculations were performed for the conditions of a strongly penetrable statistically rough 
bottom boundary with different scales of random inhomogeneities. It is shown that the effect of bathymetry 
fluctuations on the average sound intensity has its own characteristics compared to the effect of random 
volumetric inhomogeneities of the speed of sound. In particular, a decrease in the characteristic scale of bottom 
roughness fluctuations leads to an increase in scattering and a decrease in the sound signal, while similar large-
scale inhomogeneities of the bottom boundary change the propagation pattern a little. At the same time, in 
the presence of volume fluctuations in the speed of sound in the water layer and sediments, it was previously 
shown that it is large-scale inhomogeneities that significantly affect the propagation of a sound signal, changing 
the intensity decay law.

Keywords. Two-dimensional shallow-water waveguide, randomly rough bottom boundary, method of 
local modes.
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