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Разработан рекуррентный алгоритм определения координат автономного необитаемого подводного ап-
парата с использованием разномоментных измерений дальностей до гидроакустических маяков, лага и 
курсоуказателя при неизвестных априорных координатах подводного аппарата. Число одновременно ис-
пользуемых маяков может быть произвольным, но есть по крайней мере один момент, в который измерения 
поступают от не менее чем трех маяков. В этот момент для получения начальной точки линеаризации изме-
рений используется приближенный аналитический способ. Предполагается, что в предшествующие моменты 
измерения сохранены для последующей обработки. В алгоритме используются два фильтра, параллельно 
обрабатывающие сохраненные и текущие измерения. Результаты двух фильтров комплексируются с примене-
нием так называемых фиктивных измерений. Представлены результаты моделирования и обработки натурных 
данных, подтверждающие эффективность разработанного алгоритма.
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Введение 

Успешность выполнения автономным необита-
емым подводным аппаратом (АНПА) поставленных 
задач зависит от точности навигационных определе-
ний. На борту АНПА применяются системы счисле-
ния пути на основе автономных датчиков, но без кор-
рекции ошибки счисления нарастают со временем. 
Для коррекции систем счисления могут применяться 
измерения дальностей до гидроакустических маяков 
[1‒12]. Эффективность такой коррекции зависит от 
количества приемников и гидроакустических маяков, 
геометрических особенностей их расположения, а 
также математических подходов, используемых при 
обработке измерений. В настоящей работе речь идет 
об одном из таких методов получения корректирую-
щей информации, а именно о методе длинной базы, 
в котором маяки разнесены друг от друга и от АНПА 
на значительное расстояние. Измерение дальности до 

маяков формируется как произведение измеренного 
времени прохождения сигнала от маяка до АНПА на 
приближенную оценку скорости звука в воде. Изме-
рения носят беззапросный характер. Шкалы време-
ни маяков и АНПА синхронизированы. Координаты 
маяков считаются известными, тогда как априорные 
координаты АНПА неизвестны. Требуется найти 
координаты АНПА по серии накопленных разномо-
ментных измерений дальностей до маяков с привле-
чением данных относительного лага и курсоуказате-
ля с учетом стохастических свойств погрешностей 
измерителей. Случайный характер погрешностей 
измерений позволяет говорить о задаче байесовского 
оценивания, в которой, тем не менее, участвуют не-
известные детерминированные начальные значения 
координат АНПА.

Отметим, что при наличии достаточно точной 
для линеаризации измерений априорной информа-
ции о местоположении АНПА метод длинной базы 
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может быть реализован с помощью обобщенного или 
итерационного фильтров Калмана (ФК) [13‒15, 21]. 
При значительной априорной неопределенности ко-
ординат АНПА могут применяться более сложные 
Unscented ФК [14] или фильтр частиц [16‒18]. Но по-
скольку в рассматриваемой задаче априорные коор-
динаты вообще отсутствуют, эти методы не примени-
мы в чистом виде. Предлагаемое решение опирается 
на методы обработки линеаризацованных измерений 
как наиболее простые для реализации, которые до-
полнены необходимыми для их корректного приме-
нения подготовительными действиями. 

Для получения приемлемой точки линеаризации в 
момент t0, когда впервые появляются одномоментные 
измерения от трех или более маяков, здесь исполь-
зуется приближенный аналитический способ, пред-
полагающий отсутствие погрешностей измерений. 
Чтобы не потерять полезную информацию, можно 
учесть сохраненные до момента t0 измерения, а затем 
приступить к обработке измерений, поступивших по-
сле t0. Такое решение, использующее процедуру сгла-
живания в фиксированной точке [19], было исследо-
вано в [20, 26]. Однако обработка большого числа 
сохраненных до момента t0 измерений вызывает за-
держку. Чтобы ее избежать, измерения до и после 
момента t0 предлагается обрабатывать параллельно 
с помощью двух фильтров. Первый фильтр в пря-
мом времени обрабатывает текущие (поступающие 
в реальном времени) измерения, начиная с момента 
t0. Второй фильтр в обратном времени выполняет об-
работку сохраненных до момента t0 измерений. Ре-
зультаты первого фильтра корректируются по резуль-
татам второго до тех пор, пока не будут учтены все 
сохраненные измерения.

Настоящая статья опирается на материал, пред-
ставленный в [27]. В статье изложены постановка 
и алгоритм решения задачи, приводятся результаты 
моделирования алгоритма по множеству случайных 
реализаций ошибок измерений, а также результаты 
обработки натурных данных. 

 � Постановка задачи навигации АНПА 

Для дискретных моментов вре-
мени , ,...,0,1,2,...it i N= −  на АНПА 
имеются измерения дальности до ги-
дроакустических маяков, шкалы вре-
мени которых синхронизированы со 
шкалой времени АНПА 

Рис. 1. Диаграмма числа одновременно используемых маяков

 (1)

где 1.. ij n=  – номер маяка из числа наблюдаемых на 
момент it ; xi, yi – неизвестные горизонтальные коор-
динаты АНПА в локальной прямоугольной системе 
координат с географической ориентацией осей (апри-
орная информация о них отсутствует); ,j j

i ix y – извест-
ные горизонтальные координаты маяков; ,j

i iz z – из-
вестные глубины маяков и АНПА; 0ĉ , Δс – априорная 
оценка скорости распространения звука в воде и ее 
ошибка – постоянная величина со среднеквадрати-
ческим отклонением (СКО) cσ∆ ; j

iT  – измеренное 
время прохождения сигнала; j

iT  – расчетное время 
прохождения сигнала; δi – общая для всех маяков и 

j
iv  ‒ некоррелированная для разных маяков бело-

шумные ошибки с СКО σδ, σv. Предполагается, что 
на борту АНПА используется система счисления по 
измерениям продольной и поперечной составляющих 
скорости относительного лага с инструментальными 
белошумными ошибками, СКО которых при осредне-
нии на интервале 1 с обозначим как σΔV, и показани-
ям курсоуказателя, например магнитного компаса, с 
ошибкой ΔK, представляющей собой стационарный 
марковский процесс первого порядка с СКО σΔK и ин-
тервалом корреляции τΔK. При счислении используют-
ся значения географических составляющих скорости 
течения с ошибками , yxU U∆ ∆  в виде стационарных 
марковских процессов первого порядка с СКО σΔU и 
интервалом корреляции τΔU. Все указанные ошибки 
считаются гауссовскими центрированными величи-
нами. Далее под номерами i дискретных моментов 
времени будем понимать сами моменты ti.

Предполагается (см. рис. 1), что для i<0 имеются 
измерения от не более чем двух маяков, а для i=0 – от не 
менее чем трех маяков, горизонтальные координаты 
которых 0 0,j jx y  не лежат на одной прямой, т.е. 2in ≤  

при i<0, 0 3n ≥ , . Количество 
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используемых маяков для i>0 не оговаривается. 
Требуется определить горизонтальные координаты 

АНПА xi, yi для моментов i≥0 по всем доступным 
измерениям (1). Задача сводится к оцениванию вектора 

состояния T[ ]x y
i i i i i iX x y c K U U= ∆ ∆ ∆ ∆  по измерениям 

,...,N iY Y− , где ( )T1,... in
i i iY Y Y= . Уравнения для координат 

имеют вид:
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В уравнениях (2) 1i i it t t −∆ = − , ,V Vξ η
   – измеренные 

лагом значения продольной и поперечной составляющих 

скорости, K ‒ измеренное значение курса, ,x yU U   – при-
ближенные географические составляющие скорости те-

чения, ,x yw w  – порожденные шумами лага белошумные 
ошибки координат с СКО σw=σΔV·Δti.

 � Описание алгоритма решения

Обработка измерений в момент запуска решения 
(i=0)

Начальная точка 0 0,x y   для линеаризации измерений 
дальности определяется аналитическим способом, подоб-
но тому, как это делается в [9, 22, 23], путем решения си-
стемы из ( 0 1n − ), т.е. двух и более линейных уравнений:
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Эта система получена из разностей квадратов измере-
ний (1) от гидроакустических маяков в предположении, 
что помехи измерений 0δ , 0

jv  и ошибка c∆  нулевые. При 
горизонтальных координатах маяков, не лежащих на од-
ной прямой (это оговорено по условию задачи), система 
(3) разрешима. В случае 0n >3 имеем избыточную систему 
уравнений, для решения которой применяется метод наи-
меньших квадратов или псевдоинверсия. 

Для вектора, включающего x0, y0, Δc, формируется 
априорная оценка T

0 0[ , ,0]x yχ =   . Обратная ковариаци-

онная матрица ошибки этой оценки задается 

в виде 1

2

0 0 0
0 0 0

0 0 1/ c

P−
χ

∆

 
 

=  
 σ 

 . Такая 1P−
χ
  пред-

полагает бесконечно большие ошибки оценок 
0 0,x y  . Опираясь на χ , 1P−

χ
 , теперь уже с учетом 

стохастических свойств 0δ , 0
jv  и c∆ , рассчиты-

ваются оценка χ̂  и ковариационная матрица Pχ . 
На этом этапе используются линеаризованное 
представление измерений 00 , 1...jY j n=  и итера-
ционный алгоритм их обработки [21]. Для по-
следующей фильтрации формируются оценка 
вектора состояния 0/0

ˆ ˆ ,0,0,0X  = χ   и ковари-

ационная матрица ее ошибок 3 3
0/0

3 3

0
0
P

P χ ×

×

 
=  Θ 

, 
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Параллельная обработка текущих (i>0) 
и сохраненных (i<0) измерений

Как уже отмечалось во введении, для учета 
сохраненных до момента i=0 измерений можно 
использовать алгоритм, рассмотренный в рабо-
тах [20, 26], который опирается на процедуру 
сглаживания в фиксированной точке [19]. Но 
обработка большого числа сохраненных в этом 
алгоритме до момента i=0 измерений может 
вызвать задержку, т.е. помешать своевременной 
обработке текущих измерений. Для преодоле-
ния этой проблемы предлагается проводить 
обработку измерений до и после момента i=0 
параллельно с помощью двух рекуррентных 
фильтров в прямом и обратном времени. При 
этом результаты фильтра, работающего в пря-
мом времени, корректируются по результатам 
фильтра, обрабатывающего сохраненные изме-
рения в обратном времени, с использованием 
так называемых фиктивных измерений [24].

Для пояснения этого алгоритма на рис. 2 
приведена схема преобразований гауссовских 
аппроксимаций апостериорных плотностей 

( | ,... )i j lf X Y Y , условных по отношению к из-
мерениям ,...j lY Y , i N≥ − , происходящим на 
разных этапах работы алгоритма. Непосред-
ственно в алгоритме вырабатываются оценки и 
ковариационные матрицы их ошибок, которые 
определяют гауссовские аппроксимации апо-
стериорной плотности Xi.

После получения в момент i=0 оцен-
ки 0/0X̂  и ковариационной матрицы 0/0P  (см. 
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предыдущий раздел) запускаются два ФК. Один 
фильтр в прямом времени (см. на схеме горизон-
тальные стрелки вправо) оценивает расширенный 
вектор состояния T T

0[ ]yx
i i i i i iX X x y K U U= ∆ ∆ ∆  

по текущим измерениям, а другой – в обратном 
времени (см. на схеме горизонтальные стрелки 
влево) оценивает расширенный вектор состояния 

T T
0[ ]yx

i i i i i iX X x y K U U− − − − − −= ∆ ∆ ∆  в ходе обра-
ботки сохраненных до i=0 измерений. Обращаем 
внимание, что расширенные векторы iX  и iX−  об-
разованы из 0 , iX X  и 0 , iX X−  с исключением ду-
блирования c∆ . По результатам работы фильтра в 
обратном времени, а именно оценке 0/

ˆ
−  начально-

го вектора состояния и ковариационной матрице ее 
ошибки 0/ iP − , полученным по измерениям 0,...iY Y− , 
формируется ковариационная матрица помех фиктив-
ных измерений: 

( ) 1
0/0 0/0 0/ 0/0 0/0i iG P P P P P−

−= − − ,

и сам вектор фиктивных измерений 

( ) ( )1
0/0 0/0 0/0 0/ 0/0

ˆ ˆ ˆ
i i iX P G P X X−

−ϕ = + + − . (4)

После чего полученные фильтром в прямом вре-
мени оценка /

ˆ
i iX  текущего вектора состояния iX  и 

ковариационная матрица ее ошибок /i iP , которые 

Рис. 2. Схема преобразования гауссовских аппроксимаций апостериорных плотностей при 
параллельной обработке текущих и сохраненных измерений

определены по измерениям 0,... iY Y , уточняются пу-
тем обработки фиктивного измерения с помощью 
стандартной процедуры:

( ) 1
/ ( ,0) /

ˆ ˆ
i i i i i i iX X P −= + Θ ∆ϕ ,

( ) 1 T
/ ( ,0) / ( ,0) /i i i i i i i iP P P P−= − Θ ,

где 0/
ˆ

i i iX∆ϕ = ϕ −  – невязка фиктивного измерения,
0/i i iP GΘ = +  – ковариационная матрица невязки, 

0/
ˆ

iX , 0/iP , – полученные фильтром в прямом време-
ни оценка вектора 0X  с ковариационной матрицей ее 
ошибки, ( ,0) /i iP  – вырабатываемая этим же фильтром 
матрица взаимных ковариаций ошибок оценок /

ˆ
i iX  и 

0/
ˆ

iX .
Метод фиктивных измерений был предложен в 

[24] для корректировки результатов ФК с таким рас-
четом, чтобы они соответствовали другим априорным 
данным о векторе состояния. При этом выполнять по-
вторную обработку реальных измерений не требует-
ся. В рассматриваемой задаче фиктивные измерения 
используются для быстрого преобразования результа-
тов работы фильтра в прямом времени в результаты 
оценивания iX  по измерениям ,...i iY Y− . Фиктивное 
измерение (4) предоставляет новую информацию о 
векторе 0X , которая опирается на измерения для i<0. 
Поскольку вектор 0X  коррелирован с текущим векто-
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ром состояния iX , при обработке iϕ  уточняется оцен-
ка вектора iX , полученная в прямом времени (i>0).

Так как обработка измерений в прямом и об-
ратном времени выполняется двумя независимыми 
фильтрами, работу этих фильтров можно реализовать 
с помощью технологии параллельных вычислений, 
что сократит время выполнения алгоритма. Вместе 
с обработкой текущего измерения iY  можно обраба-
тывать не одно, как показано на рис. 2, а несколько 
измерений для i<0. В отличие от рассмотренного в 
[20, 26] алгоритма, где текущие измерения iY  для 
i>0 обрабатываются после обработки всех 0,...NY Y−  
с применением процедуры сглаживания в фиксиро-
ванной точке, здесь измерения для i<0 учитывают-
ся постепенно, что позволяет получать уточненные 
оценки iX  с темпом поступления iY , т.е. в реальном 
времени.

После исчерпания всех имеющихся до момента 
i=0 измерений оценивать компоненты вектора iX , 
относящиеся к моменту i=0, не имеет смысла, поэто-
му с этого момента в алгоритме оценивается только 

iX  по вновь поступившим измерениям.

 � Результаты моделирования

Для проверки эффективности алгоритма мо-
делировались случайные погрешности измерений 

дальности, скорости и курса АНПА с параметра-
ми , , , , 

, , . Дискрет-
ность поступления измерений 1 с. Решение прово-
дилось при прямолинейном движении АНПА со ско-
ростью 5 м/с вблизи 5 маяков, расположенных как 
показано на рис. 3. Предельная дальность, на кото-
рой от маяков поступают измерения, принята равной 
1 км. До момента i=0 запуска алгоритма измерения 
от 1–2 одновременно наблюдаемых маяков сохраня-
лись на протяжении 600 с.

По 1000 реализациям погрешностей моделирова-
лись три алгоритма: 1) алгоритм, обрабатывающий 
только измерения для i≥0 (без сохраненных измере-
ний до момента i=0), 2) алгоритм с обработкой всех 
сохраненных измерений до начала обработки теку-
щих измерений [20, 26], 3) представленный выше 
алгоритм, в котором предусматривается обработка в 
обратном времени 10 измерений для i<0 параллельно 
с обработкой в прямом времени одного текущего из-
мерения. На рис. 4 для трех алгоритмов и начальной 
точки линеаризации измерений, т.е. оценок 0 0,x y  , 
полученных путем аналитического решения (3) без 
учета ошибок измерений, приведены действитель-
ные (полученные по реализациям ошибок оценок) 
среднеквадратические погрешности (СКП) [25] коор-
динат. Внизу показан график номеров одновременно 
используемых маяков, на котором интервал, где про-

Рис. 3. Траектория движения АНПА и рас-
положение маяков при моделировании. 
Окружности радиуса 1 км показывают гра-

ницы доступных измерений от маяков 

Рис. 4. Результаты моделирования алгоритмов
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исходит сохранение измерений [-600 с, 0), представ-
лен в сжатом виде.

Видно, что предложенный рекуррентный алго-
ритм, который может быть реализован с темпом по-
ступления Yi, не уступает по точности алгоритму, об-
рабатывающему сразу все сохраненные измерения до 
начала обработки текущих. Оба этих алгоритма име-
ют преимущество на протяжении 320 секунд перед 
алгоритмом, обрабатывающем только измерения для 
i≥0. В момент t=320 c, как видно из нижнего графика, 
начинают поступать измерения от 5-го маяка и про-
исходит значительное уточнение координат для всех 
алгоритмов. Для предложенного алгоритма разность 
действительных и расчетных (полученных по реа-
лизациям ковариационных матриц, вырабатываемых 
алгоритмом) СКП находится на уровне 0,5 м. Таким 
образом, алгоритм вырабатывает адекватную реаль-
ным ошибкам расчетную СКП.

СКП оценок 0 0,x y   в рассматриваемом случае 
близка к СКП стохастических решений. Это связано 
с благоприятной геометрией расположения маяков и 
АНПА в момент t0. При менее благоприятной геоме-
трии расположении маяков и АНПА может использо-
ваться сетка начальных точек линеаризации [20]. 

Рис. 5. Траектория движения АНПА и расположение маяков в 
натурном эксперименте

Рис. 6. Результаты апробации алгоритмов по натурным данным

 � Результаты обработки натурных данных

При проведении натурных испытаний был ис-
пользован катер с приемником спутниковой навига-
ции и буксируемый подводный аппарат с гидроаку-
стической системой. На полигоне размещались три 
гидроакустических маяка (см. рис. 5). Истинные коор-
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динаты буксируемого аппарата рассчитаны на основе 
координат от приемника спутниковой навигации и из-
вестной длины кабель-троса. Для счисления исполь-
зованы скорости от этого приемника, поэтому ошибки 
курса и течений отсутствуют и в задаче не оценива-
ются, а ошибки измерений дальности, скорости зву-
ка и скорости АНПА имеют СКО ,  

 . Дискретность поступления 
измерений 1 с. До момента i=0 запуска решения на 
протяжении 175 секунд сохранялись измерения от не 
более чем двух одновременно наблюдаемых маяков.

Из рис. 6 видно, что предложенный рекуррент-
ный алгоритм с параллельной обработкой текущих 
и сохраненных измерений имеет такую же точность, 
что и алгоритм с обработкой всех сохраненных изме-
рений до начала обработки текущих. Расчетная СКП 
предложенного алгоритма адекватно передает реаль-
ный уровень погрешности. 

Заключение

Представлен рекуррентный алгоритм решения 
задачи определения координат АНПА с использо-
ванием разномоментных измерений дальностей до 
гидроакустических маяков, относительного лага и 
курсоуказателя при отсутствии априорных коорди-
нат АНПА. Алгоритм запускается в момент, когда на 
АНПА впервые одновременно получены измерения 
от трех или более маяков, горизонтальные координа-
ты которых не находятся на одной прямой. Для полу-
чения начальной точки линеаризации измерений при-
меняется аналитический подход, не учитывающий 
погрешности измерений. Дальнейшая обработка из-
мерений выполняется на основе байесовских методов 
оценивания с учетом стохастических свойств погреш-
ностей измерителей. Текущие измерения и измере-
ния, полученные до запуска алгоритма, обрабатыва-
ются параллельно с помощью отдельных фильтров в 
прямом и обратном времени. Оценки фильтра в пря-
мом времени постепенно уточняются по результатам 
фильтра в обратном времени. Такой алгоритм может 
быть реализован в реальном времени. Результаты мо-
делирования и обработки натурных данных показы-
вают, что он практически не проигрывает в точности 
алгоритму, в котором сначала обрабатываются все по-
лученные до запуска алгоритма измерения, а потом 
текущие измерения.

Исследование выполнено за счет гранта Россий-
ского научного фонда № 23-19-00626, https://rscf.ru/
project/23-19-00626/
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AUV POSITIONING WITH SIMULTANEOUS 
PROCESSING OF SAVE AND CURRENT RANGES  

TO LESS THAN THREE ACOUSTIC BEACONS 

V.V. Bogomolov

The paper presents a recursive algorithm for determining the coordinates of an autonomous underwater 
vehicle (AUV) using time-different ranges to the acoustic beacons with log and heading indicator aiding with 
unknown a priori coordinates of the underwater vehicle. Any number of beacons can be used simultaneously, 
but at least at one moment the measurements from minimum three beacons are available. At this moment the 
initial linearization point is obtained using an approximate analytical method. At all the previous moments the 
measurements are saved for further processing. The algorithm uses two filters parallely processing the saved 
and current measurements. The solutions of the forward-time filter are updated by the backward-time filter data 
using the dummy measurements. The results of modeling and test this real data are presented, confirming the 
effectiveness of the developed algorithm.

Keywords: Kalman filter, autonomous underwater vehicle, dead reckoning system, Bayesian estimation 
methods, hydroacoustic beacons.
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